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Введение  
 Как отмечено в [1]–[2], понятие F -субнор-
мальной подгруппы, введенное в классе конеч-
ных разрешимых групп Картером и Хоуксом [3], 
а в произвольном случае – Л.А. Шеметковым [4], 
сформировало в теории конечных групп содер-
жательные направления, связанные с изучением 
гиперрадикальных и сверхрадикальных форма-
ций. Оба объекта, интересные своим дуализмом 
с формациями Фиттинга, нашли замечательные 
приложения (в первую очередь, для изучения 
решеточных и факторизационных свойств ко-
нечных групп). 
 Понимание значимости гиперрадикальных 
и сверхрадикальных формаций привело к поста-
новке задач их полного описания. К настоящему 
времени большой прогресс в решении этих задач 
достигнут в случае наследственных формаций. В 
частности, в работах [5]–[6] описаны все разре-
шимые гиперрадикальные формации. При этом 
доказано, что любая разрешимая гиперрадикаль-
ная формация является наследственной. Из ре-
зультатов работы [7] следует описание наследст-
венных насыщенных гиперрадикальных форма-
ций в классе всех конечных групп. Что касается 
сверхрадикальных формаций, то отметим лишь 
работы [8]–[11] последних лет, в которых по-
строены широкие серии наследственных насы-
щенных гиперрадикальных формаций. 
 В то же время, за последние два десятиле-
тия обращения к отмеченным задачам не найде-
но ни одного примера гиперрадикальной или 
сверхрадикальной формации, которая не являет-
ся наследственной. Первые такие примеры стро-
ятся в данной работе. 
 
 1 Основные определения  
 Рассматриваются только конечные группы, 
используются определения и обозначения, при-
нятые в [12]. 

 Напомним, что формация – это класс групп, 
замкнутый относительно взятия гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений.  

Подгруппа H  группы G  называется F-суб-
нормальной, если либо H G= , либо существует 
максимальная цепь подгрупп  

0 1 ... nG H H H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii H iH Core H
−− ∈ F  

для всех i = 1, 2, … , n. 
Мы используем запись sF  ( ns F ) для обо-

значения класса всех групп ,G  для которых 
G H⊆ ∈ F  (класса всех групп G  таких, что 
G H ∈ F ). Если s ⊆F F  ( ns ⊆F F ), то класс F  
называется наследственным (нормально наслед-
ственным).  
 Формация F называется гиперрадикальной, 
если она удовлетворяет следующим требованиям: 
 1) F – нормально наследственная формация; 
 2) любая группа , ,G A B=< >  где A  и B  – 
F -субнормальные F -подгруппы из G , принад-
лежит .F  
 Класс Фиттинга – это нормально наследст-
венный класс, обладающий тем свойством, что 
из ,G AB=  где ,A G  ,B G  ,A∈F  ,B∈F  
всегда следует .G∈ F  
 Формация F называется сверхрадикальной, 
если она удовлетворяет следующим требованиям: 
 1) F – нормально наследственная формация; 
 2) любая группа ,G AB=  где A и B – F-суб-
нормальные F-подгруппы из G, принадлежит F. 
 Простая проверка определений показывает, 
что каждая гиперрадикальная формация является 
сверхрадикальной. Обратное утверждение невер-
но, на что указывает следующий пример из [10].  
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Пусть 3(2 )G Sz≅  и ( ) {2,5,7,13}.Gπ π= =  
Пусть F  – формация, обладающая таким ло-
кальным экраном ,f  что ( )f q  – класс всех 
групп, являющихся расширением разрешимых 
групп с помощью конечных прямых произведе-
ний групп, изоморфных ,G  если ,q π∈  и ( )f q  – 
класс всех разрешимых групп, если .q π∉  

Тогда: 
1) F  является наследственной насыщенной 

сверхрадикальной формацией; 
2) если H  – критическая группа формации 

,F  имеющая единичную подгруппу Фраттини, то 
справедливо одно из следующих утверждений: 

а) H  – простая неабелева группа из сле-
дующего списка: 2 (2 ),pPSL  p  – простое число; 

2 (3 ),pPSL  p  – нечетное простое число; 2 ( ),PSL p  
p  – простое число, большее 3, для которого 

2 1 0 (mod5);p + ≡  (2 ),pSz  p  – нечетное простое 
число; 3 (3);PSL  9(2 );Sz   

б) H  – примитивная монолитическая груп-
па с неабелевым цоколем N  ( N  – прямое про-
изведение групп, изоморфных G ) и /H N  – 
группа простого порядка ( );q Gπ∈  

в) H  – примитивная группа с абелевым цо-
колем N  и [ ] ,H N M=  где ( ,  ) 1N M =  и 

/ ( ) .M M GΦ ≅  
 Из описания наследственных насыщенных 
гиперрадикальных формаций, вытекающего из 
работы [7], следует, что формация F  не является 
гиперрадикальной. 
 Напомним, что группа G  называется при-
митивной, если она обладает такой максималь-
ной подгруппой ,M  что ( ) 1.GCore M =  В этом 
случае подгруппа M  называется примитивато-
ром группы .G  Через ( )GCore M  обозначается 
ядро подгруппы M  в группе ,G  т. е. наимень-
шая нормальная подгруппа группы ,G  содержа-
щаяся в подгруппе .M  
 
 2 Предварительные результаты  
 Следующий фундаментальный результат о 
примитивных группах, принадлежащий Бэру 
[13], мы приведем в виде леммы. 
 Лемма 2.1. Пусть G  – примитивная группа 
и M  – ее примитиватор. Тогда справедливо од-
но из следующих утверждений: 
 (1) группа G обладает единственной мини-
мальной нормальной подгруппой N, подгруппа N  
является абелевой и M  – дополнение к N  в G; 
 (2) группа G обладает единственной мини-
мальной нормальной подгруппой N, подгруппа N  
является неабелевой и M – добавление к N  в G; 

 (3) группа G  обладает двумя неабелевыми 
минимальными нормальными подгруппами N  и 
N ∗  и M  является дополнением в группе G  к 
подгруппам N  и ;N ∗  ( ) ,GC N N ∗=  ( )GC N N∗ =  
и ;N N NN M∗ ∗ ∩  если V  – максимальная 
подгруппа группы G  и ,VN VN G∗= =  то 

1.V N V N ∗∩ = ∩ =  
 Следуя [12], класс всех примитивных групп 
будем обозначить через .P  Если группа G  при-
митивна, то полагаем, что ,iG∈P  если группа 
G  удовлетворяет условию ( )i  леммы 2.1 
( 1, 2 или 3i = ). 
 Нам понадобятся следующие два результата 
из [12], которые мы также приведем в виде лемм. 
 Лемма 2.2 [12, лемма А.15.4]. Если M  – 
максимальная подгруппа группы G, то 

/ ( )GG Core M  – примитивная группа. 
 Если A  – некоторая группа, то через 

( )form A  обозначается наименьшая формация, 
содержащая группу A, а через Fit( )A  – наимень-
ший класс Фиттинга, содержащий A.  
 Лемма 2.3 [12, пример II.2.12]. Пусть A  – 
простая неабелева группа. Тогда ( ) Fit( ).form A A=  
Кроме того, тогда и только тогда группа G  
принадлежит формации ( ),form A  когда G  
представима в виде прямого произведения групп, 
изоморфных A.  
 Лемма 2.4. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если M  – F -нормальная 
максимальная подгруппа группы G, то либо 

2/ ( ) ,GG Core M ∈P  либо 3/ ( ) .GG Core M ∈P  
 Доказательство. Из определения F -нор-
мальной максимальной подгруппы следует, что 

/ ( ) .GG Core M ∈F  Поэтому ввиду леммы 2.3 
группа / ( )GG Core M  представима в виде прямо-
го произведения групп, изоморфных .A  В част-
ности, каждая минимальная нормальная под-
группа группы / ( )GG Core M  является неабеле-
вой. Отсюда и из лемм 2.1 и 2.2 следует, что ли-
бо 2/ ( ) ,GG Core M ∈P  либо 3/ ( ) .GG Core M ∈P  
Лемма доказана.  
 Лемма 2.5. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если M  – F -нормальная 
максимальная подгруппа группы G  и ,M ∈ F  то 

3/ ( ) .GG Core M ∈P  
 Доказательство. Из леммы 2.4 следует, что 
либо 2/ ( ) ,GG Core M ∈P  либо 3/ ( ) .GG Core M ∈P  
Предположим, что 2/ ( ) .GG Core M ∈P  Тогда 
группа / ( )GG Core M  имеет единственную ми-
нимальную нормальную подгруппу. Поэтому из 

/ ( )GG Core M ∈ F  ввиду леммы 2.3 имеем, что 
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/ ( ) .GG Core M A  Так как F  является формаци-
ей и ,M ∈ F  то / ( ) .GM Core M ∈F  Отсюда и из 

/ ( )GG Core M A  следует, что группа A  содер-
жит максимальную подгруппу, принадлежащую 
формации .F  Ввиду леммы 2.3 это невозможно. 
Пришли к противоречию. Следовательно, 

3/ ( ) .GG Core M ∈P  Лемма доказана. 
 Лемма 2.6. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если M  – F -нормальная 
максимальная подгруппа группы G  и ,M ∈ F  то 

/ ( )GG Core M A A×  и / ( ) .GM Core M A  
 Доказательство. Ввиду леммы 2.5 группа 

/ ( )GG Core M  принадлежит классу 3 ,P  а значит, 
имеет две минимальные нормальные подгруппы. 
Кроме того, из / ( )GG Core M ∈ F  ввиду леммы 
2.3 следует, что группа / ( )GG Core M  предста-
вима в виде прямого произведения групп, изо-
морфных .A  Поэтому / ( ) .GG Core M A A×  Так 
как F  является формацией и ,M ∈ F  то  

/ ( ) .GM Core M ∈F  
Поэтому либо / ( ) ,GM Core M A A×  либо 

/ ( ) .GM Core M A  Так как / ( )GM Core M  – соб-
ственная подгруппа группы / ( ),GG Core M  то 

/ ( ) .GM Core M A  Лемма доказана. 
 Лемма 2.7. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если M  – F -нормальная 
максимальная подгруппа группы G  и ,M ∈ F  
то .G∈ F  
 Доказательство. Ввиду леммы 2.6 имеем, 
что / ( )GG Core M A A×  и / ( ) .GM Core M A  
Так как ,M ∈ F  то на основании леммы 2.3 под-
группа M представима в виде 1 2 ... ,tM A A A= × × ×  
где iA A  для всех 1, 2,..., .i t=  Отметим, что из 

/ ( )GM Core M A  следует, что 1.t ≥  Так как 
( ) ,GCore M M  то ввиду леммы А.4.14 из [12], 

не нарушая общности рассуждений, можем счи-
тать, что 2( ) ... .G tCore M A A= × ×  Так как 

( ) ,GCore M G  то ( ( )) .G GC Core M G  Поэтому  
( ( )) ( )G G GC Core M Core M⋅  

– нормальная подгруппа группы .G  Так как 
1 ( ),GM A Core M= ×  то подгруппа M  содержит-

ся в ( ( )) ( ).G G GC Core M Core M⋅  Отсюда и из мак-
симальности подгруппы M  следует, что  

( ( )) ( ) .G G GC Core M Core M G⋅ =  
Так как 2( ) ...G tCore M A A= × ×  и для любого 

2,...,i t=  подгруппа iA  является неабелевой, то 
( ( )) ( ) 1.G G GC Core M Core M∩ =  

Следовательно,  
( ( )) ( ).G G GG C Core M Core M= ×  

Так как формация F  является нормально наслед-
ственной, то ( ) .GCore M ∈ F  Ввиду изоморфизма  

( ( ))
( ( )) ( ) / ( )

/ ( )

G G

G G G G

G

C Core M
C Core M Core M Core M

G Core M A A
× =

= ×

 

и леммы 2.3 имеем также, что ( ( )) .G GC Core M ∈F  
Так как класс F  является формацией, то из 

( ) ,GCore M ∈F  ( ( ))G GC Core M ∈F  и 
( ( )) ( ) 1G G GC Core M Core M∩ =  

имеем окончательно, что .G∈F  Лемма доказана. 
 
 3 Основные результаты 
 Следующая теорема имеет самостоятельное 
значение. 

Теорема 3.1. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если H  – F -субнор-
мальная подгруппа группы G  и ,M ∈ F  то либо 

,H G=  либо существует максимальная цепь 
подгрупп  

0 1 ... nG H H H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii H iH Core H A A
−− ×  и 

1
/ ( )

ii H iH Core H A
−

 
для всех 1,2,..., .i n=  

Доказательство. Если H  – F -субнормаль-
ная F -подгруппа группы G  и ,H G≠  то по оп-
ределению существует максимальная цепь под-
групп  

0 1 ... kG G G G H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii G iG Core G
−− ∈F  

для всех 1, 2,..., .i k=  
 Применим индукцию по .k  Отметим, что 
H  – F -нормальная максимальная F -подгруппа 
группы 1.kG −  Поэтому ввиду леммы 2.6 

11 / ( )
kk GG Core H A A
−− ×  и 

1
/ ( ) .

kGH Core H A
−

 

Кроме того, ввиду леммы 2.7 1 .kG − ∈ F  
Рассмотрим теперь максимальную цепь  

0 1 1... .kG G G G −= ⊃ ⊃ ⊃  
Так как ее длина равна 1,k −  а подгруппа 1kG −  
является F -субнормальной в G  и принадлежит 
формации ,F  то по индукции существует мак-
симальная цепь подгрупп  

0 1 1 1... n kG H H H G− −= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii H iH Core H A A
−− ×  и 

1
/ ( )

ii H iH Core H A
−

 

для всех 1, 2,..., 1.i n= −  Положим теперь .nH H=  
Тогда максимальная цепь 

0 1 ... nG H H H H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
является искомой. Теорема доказана. 
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 Лемма 3.1. Пусть A  – простая неабелева 
группа и ( ).form AF =  Если группа G  обладает 
F -субнормальной подгруппой, принадлежащей 
формации ,F  то .G∈F  

Доказательство. Пусть H  – F -субнор-
мальная F -подгруппа группы .G  Если ,H G=  
то утверждение леммы очевидно. Значит, .H G≠  
Тогда по определению существует максимальная 
цепь подгрупп  

0 1 ... kG G G G H= ⊃ ⊃ ⊃ =  
такая, что  

11 / ( )
ii G iG Core G
−− ∈ F  

для всех 1, 2,..., .i k=   
 Применим индукцию по .k  Рассмотрим 
максимальную цепь 1 ... .kG G H⊃ ⊃ =  Так как ее 
длина равна 1,k −  а подгруппа H является F -суб-
нормальной в 1G  и принадлежит формации ,F  
то по индукции 1 .G ∈F  Отсюда ввиду леммы 2.7 
следует, что группа G  принадлежит формации 

.F  Лемма доказана. 
 Теорема 3.2. Если A  – простая неабелева 
группа, то формация ( )form AF =  является ги-
перадикальной. 
 Доказательство. Ввиду леммы 2.3 форма-
ция F  является нормально наследственной. 
Пусть , ,G C B=< >  где C и B – F -субнормаль-
ные F -подгруппы из .G  Тогда ввиду леммы 3.1 
группа G  принадлежит .F  Следовательно, F  – 
гиперрадикальная формация. Теорема доказана. 
 Следствие. Если A  – простая неабелева 
группа, то формация ( )form AF =  является сверх-
радикальной. 
 Замечание. Формация F  называется реше-
точной, если в любой группе множество всех ее 
F -субнормальных подгрупп образует подрешет-
ку решетки всех подгрупп. В [7] доказано, что 
каждая наследственная насыщенная решеточная 
формация является гиперрадикальной.  
 В [1, с. 182] поставлен вопрос 3.5.5 о суще-
ствовании решеточных формаций, которые не 
являются наследственными. Очевидно, постро-
енный в теореме 3.2 пример ответ на этот вопрос 
не дает. 
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